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riziku (VaR) a podmienená hodnota v riziku (CVaR). Prvá časť práce sa zaoberá
odvodením presných vzorcov pre VaR a CVaR pre normálne rozdelené straty.
Vysvetlená je úprava týchto vzorcov využívajúca Cornish-Fisherovu aproximá-
ciu. Ďalej je popísaný prístup pracujúci s modelom lognormálneho rozdelenia,
ktorý používa parameter, závislý na šikmosti. Pomocou tohto parametru sa od-
vodí vzorec pre šikmosť súčtu strát. Na základe znalosti šikmosti pre súčet sa
získa jeho aproximácia, ktorá sa využije na odvodenie vzorcov pre VaR a CVaR
pre agregované straty.Nakoniec sú jednotlivé prístupy porovnané v numerickej
štúdii s použitím softvéru R.
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lue at Risk (VaR) and Conditional Value at Risk (CVaR). The first part of the
thesis is concerned with deriving exact formulae for VaR and CVaR for nor-
mally distributed losses and describing the modification of these formulae using
Cornish-Fisher approximation. Next, the method using lognormal model with a
parameter capturing skewness is discussed. The parameter is used for deriving a
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losses. Finally, the methods are compared numerically using R software.
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1
Zoznam použitých skratiek
R+, 0 kladné reálne čísla s nulou
B(R+, 0) borelovská σ-algebra na kladných reálnych číslach s nulou
E (X) stredná hodnota náhodnej veličiny X
var(X) rozptyl náhodnej veličiny X
cor(Xi,Xj) korelácia náhodných veličín Xi a Xj
cov(Xi, Xj) kovariancia náhodných veličín Xi a Xj
N(µ,σ2) normálne rozdelenie so strednou hodnotou µ a rozptylom σ2
N(0,1) štandardné normálne rozdelenie
Φ distribučná funkcia N(0,1) rozdelenia
φ hustota N(0,1) rozdelenia
z1−α (1 − α)-kvantil N(0,1) rozdelenia
2
Úvod
Podstatou činnosti poisťovne je poskytovanie poistného plnenia v prípade vý-
skytu určitých náhodných udalostí. Aby bola poisťovňa schopná dostáť svojim
záväzkom spočívajúcim vo výplate poistných plnení s dostatočne veľkou prav-
depodobnosťou, je potrebné stanoviť výšku kapitálu, ktorý má mať k dispozícii
na začiatku obdobia. Rizikom rozumejme ako McNeil, Frey a Embrechts (2005)
náhodnú veličinu predstavujúcu straty v uvažovanom období. Pri výpočte kapi-
tálu je treba brať v úvahu všetky riziká, ktorým je poisťovňa vystavená. Ďalšou
úlohou je voľba vhodného rozdelenia pre jednotlivé riziká. Pre riziká, ktorým
sú vystavené rôzne finančné inštitúcie, je najčastejšie používaným modelom nor-
málne rozdelenie. Pre väčšinu poistných rizík je však typické, že výskyt malých
škôd je častejší, než výskyt veľkých škôd. Pri voľbe rozdelenia poistných rizík je
preto nutné zohľadniť šikmosť, inak by mohol výsledný kapitál nadobúdať oveľa
nižšie hodnoty ako v skutočnosti.
Práca je členená do štyroch kapitol a skladá sa z teoretickej časti, ktorá tvorí
prvé tri kapitoly, a numerickej štúdie. V teoretickej časti sú zhrnuté potrebné
podklady pre numerickú štúdiu.
V prvej kapitole si vysvetlíme pojem ekonomického kapitálu a spôsob jeho
výpočtu. Ďalej si definujeme miery rizika VaR a CVaR, pomocou ktorých budeme
ekonomický kapitál počítať.
V druhej kapitole si odovodíme vzorec pre výpočet ekonomického kapitálu, v
prípade, že uvažujeme normálne rozdelené straty. Ukážeme, že ekonomický kapitál
súčtu rizík je možné vypočítať na základe znalosti ekonomických kapitálov pre
jednotlivé riziká v súčte. Stručne popíšeme tzv. Cornish-Fisherovu aproximáciu,
ktorá berie v úvahu šikmosť, a s jej použitím si odvodíme približné vyjadrenie
ekonomického kapitálu. Vysvetlíme úpravu vzorca pre normálne rozdelené straty,
ktorú vo svojom článku uviedol Sandstrom (2007).
V tretej kapitole sa zaoberáme modelom logaritmicko-normálneho rozdelenia.
Popíšeme aproximáciu rozdelenia súčtu jednotlivých rizík, s ktorou prišli Bol-
viken a Guillen (2017), s využitím vzorca pre šikmosť súčtu. Na základe tejto
aproximácie si vyjadríme odhad ekonomického kapitálu.
Teoretické výsledky porovnáme v numerickej štúdii v štvrtej kapitole.
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1. Základné definície a pojmy
1.1 Pojem rizika a ekonomického kapitálu
V tejto práci budeme uvažovať náhodnú veličinu Y z merateľného priestoru
(Ω, A, P) do (R+, 0, B(R+, 0)) predstavujúcu straty za isté obdobie pevne zvolenej
dĺžky T so spojitým rozdelením. Ďalej označme X = Y −E (Y ) centrovanú verziu
náhodnej veličiny Y a F (x) = P(X ≤ x) distribučnú funkciu X.
V úvodnej časti sme si definovali riziko ako náhodnú veličinu prestavujúcu
straty za isté obdobie. Teda Y a X pre nás predstavujú riziká. Definujme si
mieru rizika ako v Gaivoronski a Pflug (2004-2005).
Definícia 1. Miera rizika je zobrazenie ρ : V → R, kde V je množina reálnych
náhodných veličín.
Ekonomický kapitál (ďalej tiež kapitál) rozumieme ako McNeil a kol. (2005)
kapitál potrebný k zaisteniu schopnosti splniť v danom časovom horizonte pre-
vzaté záväzky s danou pravdepodobnosťou. Ekonomický kapitál vyjadríme ako
EC(Y ) = ρ(Y ) − E (Y ),
kde ρ(Y ) je miera rizika a E (Y ) je očakávaná hodnota straty. V ďalšej sekcii si
ukážeme, že existujú miery rizika, pre ktoré
EC(Y ) = ρ(Y − E (Y )) = ρ(X) = EC(X). (1.1)
V našej práci sa zaoberáme takými mierami rizika, ktoré tento vzťah splňujú.
Nech Yi, i = 1, . . . ,n predstavujú riziká, ktorým je poisťovňa vystavená. Pre





Z 1.1 vieme, že pri vyšetrovaní ekonomického kapitálu náhodných veličín Yi, i =
1, . . . , n, respektíve R, nám stačí vyšetrovať kapitál pre Xi = Yi − E (Yi), i =





Zrejme S = ∑ni=1 Yi − ∑ni=1 E (Yi) = R − E (R), čo plynie z vlastností strednej
hodnoty (viď Anděl, 2005)
n∑
i=1






Ekonomický kapitál, potrebný k pokrytiu strát Xi je EC(Xi) = ρ(Xi), po-
dobne pre celkovú stratu S je EC(S) = ρ(S). Predpokladáme, že Xi sú závislé
náhodné veličiny, i = 1, . . . ,n. Na vyjadrenie závislosti budeme používať koefi-
cienty korelácie







Pre nájdenie vhodného modelu pre rozdelenie Xi sa vychádza z údajov o mi-
nulom škodnom priebehu. Na modelovanie rozdelenia Xi sa môže použiť známe
rozdelenie pravdepodobností, ktorého parametre sa odhadnú na základe napozo-
rovaných dát (viď Mazurová a Mandl, 1999).
Našim cieľom bude stanoviť EC(S), prípadne jeho aproximáciu ÊC(S), na zá-
klade týchto hodnôt stanovených pre straty Xi, i = 1, . . . , n, nakoľko presné roz-
delenie S v mnohých prípadoch nepoznáme.
1.2 Miery rizika
Definujeme si dve alternatívne miery rizika podľa McNeil a kol. (2005), s kto-
rými budeme pracovať – hodnotu v riziku (Value at Risk) a podmienenú hodnotu
v riziku (Conditional Value at Risk). Za týmto účelom si najskôr zavedieme pojem
α-kvantilu náhodnej veličiny.
Definujme α-kvantil ako v Anděl (2005).
Definícia 2. Nech X je náhodná veličina a α je predom stanovené číslo z inter-
valu (0,1). Potom α-kvantil náhodnej veličiny X definujeme ako číslo
Cα := inf{x ∈ R| P(X ≤ x) ≥ α} = inf{x ∈ R|F (x) ≥ α}.
Číslo α z definície 2 nazývame spoľahlivosť alebo hladina. Uvažujeme F spo-
jitú. Z vlastností distribučnej funkcie vieme, že F je neklesajúca. V prípade, že
F je ostro rastúca, je Cα obyčajná inverzná funkcia k F v bode α, teda
Cα = F −1(α)
a Cα je jediným riešením rovnice
P(X ≤ x) = α. (1.2)
Ak F nie je ostro rastúca, potom rovnica 1.2 môže mať viacero riešení tvoriacich
interval, pričom Cα je jeho koncovým bodom.
Poznámka.
1. Pre α-kvantil náhodnej veličiny X ∼ N(0,1) budeme používať značenie zα.
2. Pre (1 − α)-kvantil X platí C1−α = inf{x ∈ R| P(X ≤ x) ≥ 1 − α} =
inf{x ∈ R| P(X > x) ≤ α}.
Definícia 3. Nech X je náhodná veličina a α ∈ (0,1). Hodnotu v riziku (VaR)
náhodnej veličiny X na hladine α definujeme ako (1−α)-kvantil náhodnej veličiny
X, teda
VaRα(X) := C1−α = inf{x ∈ R| P(X > x) ≤ α}.
Pri výpočte kapitálu na základe hodnoty v riziku teda budeme pracovať s (1−
α)-kvantilmi náhodných veličín Xi. Ekonomický kapitál náhodnej veličiny Y =
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X + E (Y ) pri miere rizika VaR je rovný
EC(Y ) = VaRα(Y ) − E (Y ) =
= inf{y ∈ R| P(Y > y) ≤ α} − E (Y ) = inf{y − E (Y ) ∈ R| P(Y > y) ≤ α} =
= inf{y − E (Y ) ∈ R| P(Y − E (Y ) > y − E (Y )) ≤ α} =
= inf{x ∈ R| P(X > x) ≤ α} = VaRα(X).
Ďalšou mierou, ktorú si definujeme je podmienená hodnota v riziku (Conditional
Value at Risk), v literatúre nazývaná tiež Tail Value at Risk. Pre podmienenú
hodnotu v riziku budeme používať značenie CVaR.
Definícia 4. Nech X je náhodná veličina so spojitým rozdelením a α ∈ (0,1).
Podmienenú hodnotu v riziku (CVaR) náhodnej veličiny X na hladine α definu-
jeme ako
CVaRα(X) = E (X|X ≥ VaRα(X)).
Zo znalostí o podmienenom rozdelení a podmienenej strednej hodnote (viď
Anděl, 2005) máme




= E (XI[X≥VaRα(X)])1 − P(X < VaRα(X))
= E (XI[X≥VaRα(X)])1 − F (VaRα(X))





Ďalej s využitím vlastností podmienenej strednej hodnoty (viď Anděl, 2005) do-
stávame, že ekonomický kapitál náhodnej veličiny Y = X +E (Y ) pri miere rizika
CVaR je rovný
EC(Y ) = CVaRα(Y ) − E (Y ) =
= E (Y |Y ≥ VaRα(Y )) − E (Y ) = E (Y − E (Y )|Y ≥ VaRα(Y )) =
= E (X|Y ≥ VaRα(Y )) =
1
α
E (XI[Y ≥VaRα(Y )]) =
= 1
α
E (XI[X≥VaRα(Y )−E (Y )]) =
1
α
E (XI[X≥VaRα(X)]) = CVaRα(X).
Rizikovú funkciu (hazard function) definujeme podľa knihy Klugman, Panjer a
Willmot (2004).
Definícia 5. Nech X má spojité rozdelenie s hustotou f a distribučnou funkciou
F . Potom rizikovou funkciou rozumieme funkciu hX , definovanú vzťahom
hX(x) =
f(x)
1 − F (x) =
f(x)
P(X > x) ,
pre také x, pre ktoré je f(x) definovaná.































2.1 Agregácia normálne rozdelených strát
Agregácia normálne rozdelených strát je popísaná v článku od Sandstroma
(viď Sandstrom, 2007) a článku od Bolvikena a Guillena (Bolviken a Guillen,
2017).





označme σ2S = var(S), µS = E(S) a CS (1 − α)-kvantil náhodnej velčiiny S. Zo
znalostí z matematickej štatistiky vieme, že môžeme vyjadriť presné rozdelenie
náhodnej veličiny S. Z vlastností normálneho rozdelenia máme, že S ∼ N(0,σ2S).





















Najskôr budeme počítať kapitál, potrebný k pokrytiu straty X ∼ N(0, σ2) na zá-
klade miery rizika VaR. Pre α ∈ (0,1) hľadáme riešenie rovnice
P(X ≤ Cα) = 1 − α.












= 1 − α.






















Ďalej si odvodíme CVaR pre X ∼ N(0,σ2) s využitím odvodenia 1.3, teda































Vzorce pre CVaR a VaR odvodené v tejto sekcii sú presné pre normálne roz-
delené straty. Ako sme už spomínali, v poisťovníctve má väčšina rizík šikmé roz-
delenie, preto normálne rozdelenie nie je vhodným modelom. Pre rozdelenie strát
sa používajú rôzne aproximatívne vyjadrenia, ktoré berú v úvahu šikmosť. V na-
sledujúcej sekcii si odvodíme približné vyjadrenie pre ekonomcký kapitál celkovej
straty S pomocou takzvanej Cornish-Fisherovej aproximácie.
2.2 Cornish-Fisherova aproximácia
Na aproximáciu rozdelenia škodných úhrnov sa často využíva Cornish- Fis-
herova expanzia, ktorá je v poistno-matematickej literatúre známa tiež ako nor-
málna mocninná aproximácia. Ide o aproximáciu normovanej náhodnej veličiny
Z = (X − E (X))/σ rozdelením N(0,1), ktorá využíva koeficient šikmosti γ ná-
hodnej veličiny X. My uvažujeme E (X) = 0.
Základnou myšlienkou je nájsť funkciu g(y) tak, aby platilo
P(Z ≤ g(y)) = FZ(g(y)) .= Φ(y),
kde FZ je distribučná funkcia Z. Ukáže sa, že
g(y) = y + γ6 (y
2 − 1).
Teda aproximácia bude vyzerať nasledovne
FZ
(
y + γ6 (y
2 − 1)
) .= Φ(y). (2.4)
Odvodenie funkcie g(y) sa nachádza v knihe Mazurová a Mandl (1999).
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Pri miere rizika VaR hľadáme pre α ∈ (0,1) riešenie rovnice
P(X ≤ Cα) = 1 − α. (2.5)






















) .= Φ(z1−α) = 1 − α.

















a dostávame odhad VaRα(X) v tvare









Na základe tohto vyjadrenia si odovodíme priblíženie CVaRα(X)















E (ZI[Z≥z1−α+ γ6 (z21−α−1)]). (2.7)
Vyjadríme si aproximáciu hustoty fZ náhodnej veličiny Z zderivovaním oboch
strán Cornish-Fisherovej aproximácie distribučnej funkcie FZ podľa y
FZ
(
y + γ6 (y
2 − 1)









Čitateľ v 2.7 je rovný






Substitúciou z = u + γ6 (u





(u + γ6 (u
2 − 1))φ(u)du.










Pre jednoduchosť zápisu budeme používať značenie zo Sandstrom (2007)
k













kde V a TV v dolných indexoch značí mieru rizika, podľa ktorej sa počíta kapitál.
Teda V pre VaR a TV pre Tail Value at Risk (u nás CVaR).
Aproximatívne vyjadrenia VaR a CVaR použijeme pre jednotlivé straty Xi,
i = 1, . . . ,n a aplikujeme na vzorce pre VaR a CVaR z predošlej sekcie. Predpo-
kladáme, že koeficienty šikmosti γi náhodných veličín Xi, i = 1, . . . , n sú známe.
Koeficient šikmosti γS náhodnej veličiny S nepoznáme.








































2.3 Kalibrácia vzorcov pre normálne rozdelené
straty
V tejto sekcii vychádzame z článku Sandstrom (2007). V časti 2.1 sme si








Výraz 2.11 prenásobíme hodnotou k2
V,1−α










V predošlej sekcii sme si odvodili, že približné vyjadrenia pre jednotlivé kapitály
pri miere VaR sú
ÊC(Xi) = VaRα(Xi)̂ = σikV,1−α(γi), i = 1 . . . , n.
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Aby sme na pravej strane rovnice 2.12 dostali príslušné kapitálové požiadavky, je
potrebné ju kalibrovať aplikovaním k















































ρijfV,iVaRα(Xi)̂fV,j VaRα(Xj )̂, (2.13)











z1−α + γS6 (z
2
1−α − 1)
z1−α + γi6 (z21−α − 1)
= 6z1−α + γS(z
2
1−α − 1)
6z1−α + γi(z21−α − 1)
.










ρijfT V,iCVaRα(Xi)̂fT V,j CVaRα(Xj )̂,
(2.14)

















1 + γi6 z1−α
) = 6 + γSz1−α6 + γiz1−α .
Koeficient šikmosti γS je potrebné vhodne odhadnúť. Sandstrom (2007) po-












V článku Bolviken a Guillen (2017) sa uvádza, že takáto aproximácia šikmosti
bude mať tendenciu nadhodnocovať skutočnú šikmosť náhodnej veličiny S. To
ukazuje nasledujúca poznámka.
Poznámka. Nech Xi sú nezávislé náhodné veličiny s rozptylmi σ2, i = 1, . . . , n.






Dôkaz. Z definície koeficientu šikmosti (viď Anděl (2005)) máme
γS =






Z nezávislosti Xi je








E (Xi)3 + 3
n∑
i ̸=j




E (Xi) E (Xj) E (Xk). (2.15)




















Koeficient šikmosti γ je rovný
γ = E (Xi)
3
σ3




















Ďalším z prístupov je modelovať jednotlivé riziká ako náhodné veličiny s
logaritmicko-normálnym rozdelením. Uvedieme si jeho definíciu (viď Mazurová
a Mandl, 1999).
Definícia 6. Nech náhodná veličina X má normálne rozdelenie N(µ,σ2). Potom
náhodná veličina Y = eX má logaritmicko-normálne (lognormálne) rozdelenie.
Predpokladáme, že Xi sú centrované náhodné veličiny s rozptylmi σ2i , koefi-
cientmi šikmosti γi a koeficientmi korelácie ρij,i,j = 1, . . . ,n. Tieto charakteris-





i /2+τiεi − 1
(eτ2i − 1)1/2
, (3.1)
kde τi je parameter, závislý na šikmosti a εi má normálne rozdelenie N(0,1).
Vyjadríme si hustotu náhodných veličín v 3.1.Označme Yi := e−τ
2
i /2+τiεi . Po-
tom s využitím definície 6 a vlastností normálneho rozdelenia máme
ln(Yi) ∼ N(−τ 2i /2,τ 2i ),


























ln(y) + τ 2i /2
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.

















ln(y) + τ 2i /2
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, y > 0.
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, x > −σ̃i. (3.2)
Dokážeme si nasledujúcu poznámku, ktorá ukazuje závislosť šikmosti na para-
metri τ . S τi blížiacim sa k nule sa náhodná veličina Xi z nášho modelu približuje
k náhodnej veličine s rozdelením N(0,σ2i ) s pravdepodobnosťou rovnou jednej.
Poznámka. Pre náhodnú veličinu Xi v 3.1 platí limτi→0 Xi = σiεi s pravdepodob-
nosťou jedna.
V dôkazoch pre väčšiu prehľadnosť vynechávame indexy náhodných veličín Xi,
εi, ich popisných charakteristík a ostatných parametrov. To znamená, že píšeme
‚τ ‘ miesto ‚τi‘ a podobne.

























2 +τε(−τ + ε) = σε.
V nasledujúcej vete si ukážeme, že 3.1 sú centrované náhodné veličiny s rozp-
tylmi σi, i = 1, . . . , n a tiež ukážeme prechod od parametru τi ku γi a opačne.
Veta sa v článku Bolviken a Guillen (2017) nachádza so stručným dôkazom. My
si ju odvodíme podrobnejšie s využitím momentovej vytvárajúcej funkcie, ktorú
definujeme podľa knihy Mazurová a Mandl (1999).
Definícia 7. Momentová vytvárajúca funkcia náhodnej velčiny X je definovaná
vzťahom
MX(r) = E eXr,
pre také r, pre ktoré je stredná hodnota vpravo konečná.
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Veta 1. Pre náhodnú veličinu Xi v 3.1 platí










log(Ai + A−1i − 1),
kde Ai =
(
1 + γ2i /2 −
√
γ4i /4 + γ2i
)1/3
.
Dôkaz. Momentová vytvárajúca funkcia náhodnej veličiny ξ s normálnym rozde-
lením N(µ,σ2) je Mξ(r) = E (erξ) = erµ+
r2
2 σ
2 (viď Mazurová a Mandl, 1999). Teda




2 = eτ2/2. Podobne dostaneme, že Mε(2τ) = E (e2τε) = e4τ
2/2 = e2τ2
a Mε(3τ) = E (e3τε) = e9/2τ . Označme teraz Y = e−τ
2/2+τε. S využitím zna-
losti momentovej vytvárajúcej funkcie a základných vlastností strednej hodnoty
si najskôr spočítame momenty náhodnej veličiny Y .
E (Y ) = E (e−τ2/2eτε) = e−τ2/2 E (eτε)
= e−τ2/2eτ2/2 = 1 (3.3)
E (Y 2) = E (e−τ2+2τε) = e−τ2 E (e2τε)
= e−τ2e2τ2 = eτ2
E (Y 3) = E (e−3/2τ2+3τε) = e−3/2τ2 E (e3τε)
= e−3/2τ2e9/2τ2 = e3τ2 .
Odtiaľ potom dostávame
var(Y ) = E (Y 2) − (E (Y ))2 = eτ2 − 1.
Odtiaľ, z 3.3 a zo základných vlastností strednej hodnoty a rozptylu plynie (i).
ad (ii). Koeficient šikmosti náhodnej veličiny X je definovaný vzťahom (viď
Anděl, 2005)






kde E (X3) dostaneme ako
E (X3) = σ
3
(eτ2 − 1)3/2 E (Y
3 − 3Y 2 + 3Y − 1)
= σ
3
(eτ2 − 1)3/2 (e
3τ2 − 3eτ2 + 3 − 1).
Teda celkovo pre γ dostávame vzťah
γ = e
3τ2 − 3eτ2 + 2
(eτ2 − 1)3/2
= (e
τ2 − 1)2(eτ2 + 2)
(eτ2 − 1)3/2
= (eτ2 + 2)
√
(eτ2 − 1). (3.4)
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ad (iii). Parameter τ si vyjadríme pomocou koeficientu šikmosti γ. Označme
q = eτ2 . Z rovnosti 3.4 dostávame rovnicu 3. stupňa
(q + 2)2(q − 1) − γ2 = 0.
Z Cardanovych vzorcov je jej jediným reálnym koreňom (viď Mazurová a Mandl,
1999)
q = (1 + γ2/2 −
√
(1 + γ2/2)2 − 1)1/3 + (1 + γ2/2 +
√
(1 + γ2/2)2 − 1)1/3 − 1
= (1 + γ2/2 −
√
γ2/4 + γ2)1/3 + (1 + γ2/2 +
√
γ2/4 + γ2)1/3 − 1






log(A + A−1 − 1).
















Z vety 1 dostávame prechod od γS ku τS.Bolviken a Guillen (2017) odvodili
vyjadrenie pre γS, ktoré si uvedieme v nasledujúcej vete.
Veta 2. Nech Xi, i=1,...,n majú rozdelenie 3.1. Koeficient šikmosti γS ich súčtu

























βij = 1 + ρij
√
(eτ2i − 1)(eτ2j − 1).
Dôkaz. Podrobné odvodenie sa nachádza v článku (str.25, Bolviken a Guillen,
2017).
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Predošlé výsledky zhrnieme v nasledujúcom algoritme na nájdenie parametrov
σS a τS.
Základný algoritmus
Nech sú dané rozptyly σ21, . . . ,σ2n, koeficienty šikmosti γ1, . . . ,γn a koeficienty
korelácie ρij = cor(Xi,Xj) náhodných veličín Xi s rozdelením 3.1, i,j = 1, . . . ,n.
1. Preveď γ1, . . . ,γn na τ1 . . . ,τn aplikáciou vety 1. (iii).
2. Preveď σ21, . . . ,σ2n na σ2S pomocou 3.6.
3. Použi výsledky z 1. a 2. kroku na vetu 2. a vypočítaj γS.
4. Preveď γS z 3. kroku na τS aplikáciou vety 1. (iii).





S − 1. Označme ζS(y) = ln( yσ̃S + 1). Pre α ∈ (0,1) hľadáme CS také, že
platí
P(S ≤ CS) = 1 − α
P(ζS(S) ≤ ζS(CS)) = 1 − α
Φ(ζS(CS)) = 1 − α
ζS(CS) = z1−α, CS > −σ̃S.
Pre y > −σ̃S máme ζ−1S (y) = σ̃S(e−τ
2
S/2+τSεS − 1). Dostávame vyjadrenie kapitálu
na základe miery rizika VaR pri hladine α






Nakoniec si odvodíme CVaRα(S) na základe znalosti hustotyfS náhodnej veličiny










, x > −σ̃S,
kde YS = e−τ
2
S/2+τSεS a σ̃S je ako vyššie.




E (SI[S≥CS ]), (3.8)
kde








a CS > −σ̃S práve vtedy, keď e−τ
2
S/2+τSεS > −1, čo je splnené vždy.
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4. Numerická štúdia
Všetky numerické výpočty boli prevedené v programe R. Použité korelačné
matice a tabuľky z výpočtov sa nachádzajú v prílohe.
Značenie. Pre n ∈ N značíme σ = (σ1, . . . , σn)⊤, γ = (γ1, . . . , γn)⊤.
Na vykreslenie približne presného riešenia a pre porovnanie presnosti metód
pri miere VaR bolo použitých 106 Monte Carlo simulácií. Simulovali sa náhodné
veličiny z lognormálneho modelu 3.1 z kapitoly 3. Ekonomický kapitál pri miere
rizika VaR sa počítal na hladine α = 0.005. Podľa Sandstrom (2007) hodnota
kapitálu, vypočítaná pomocou miery VaR na hladine α = 0.005 približne zodpo-
vedá hodnote kapitálu, vypočítanej pomocou miery CVaR na hladine α = 0.01.
Ekonomický kapitál sme preto pri miere CVaR počítali na hladine α = 0.01.
Farebne sú na obrázkoch jednotlivé metódy rozlíšené nasledovne:
• vzorec pre normálne rozdelené straty (viď 2.2, 2.3, budeme tiež písať štan-
dardný vzorec) – modrá
• CF bez použitia kalibračných faktorov (viď 2.9, 2.10) – fialová
• Cornish-Fisher (ďalej CF) s použitím kalibračných faktorov (viď 2.13, 2.14)
– zelená
• logaritmicko-normálna aproximácia (viď 3.7, 3.8, ďalej LN) – červená
• Monte Carlo simulácie (MC) – čierna.
Obr. 4.1: Odhad VaRα(S) vzhľadom k šikmosti pre α = 0.005 a σ = (1, 0.05, 1)⊤.
Korelácie stanovené ako v A.3.
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Obr. 4.2: Odhad CVaRα(S) vzhľadom k šikmosti pre α = 0.01 a σ = (1, 0.05, 1)⊤.
Korelácie stanovené ako v A.3.
Pri výpočtoch sme sa inšpirovali modelom poisťovne z EIOPA (2014). Celkové
riziko, ktorému je poisťovňa vystavená, sa podľa EIOPA (2014) delí na niekoľko
rizikových modulov a podmodulov.
Najskôr sme sa zamerali na rizikový modul neživotného poistenia. Podľa EI-
OPA (2014) do tohto modulu patria po poradí riziká: poistné a rezervy, storná,
katastrofy. Korelácie boli stanovené ako v A.3. Smerodajné odchýlky boli nasta-
vené ako v Bolviken a Guillen (2017), teda σ1 = σ3 = 1, σ2 = 0.05. Porovnávané
boli kapitály vzhľadom ku spoločnej šikmosti γ1 = γ2 = γ3 = γ (viď Obrázok
4.1 a Tabuľka A.2 pre VaR a Obrázok 4.2 a Tabuľka A.1 pre CVaR). Šikmosti
prebiehali intervalom (0,6]. LN aproximácia sa ukázala ako veľmi presná. Ďalej
je vidieť, že kapitál, počítaný pomocou CF metódy, je pre veľké šikmosti značne
nadhodnotený, ako sme naznačili v poznámke 2.3. Nakoľko kalibračný faktor je
pre γ1 = γ2 = γ3 = γ rovný jednej, jeho použitie v CF metóde nemá na výsledný
kapitál žiadny vplyv. Názorné je tiež, že kapitál, počítaný pomocou štandardného
vzorca, nezávisí na meniacej sa šikmosti.
Ďalej sme počítali kapitál s pevným γ1 = γ2 = 0.15 vzhľadom k šikmosti rizika
katastrofy γ3 (viď Obrázok 4.3 a Tabuľka A.4 pre VaR a Obrázok 4.4 a Tabuľka
A.3 pre CVaR). Šikmosť γ3 prebiehala intervalom (0,6]. Viditeľný je aj vplyv ka-
libračných faktorov v CF metóde, ktorý rástol s rastúcou šikmosťou (viď Obrázok
4.5 pre VaR). Vplyvom kalibračných faktorov rozumieme absolútnu odchýlku od-
hadu VaR, získaného CF metódou bez kalibračných faktorov, od odhadu VaR,
získaného CF metódou s kalibračnými faktormi, vyjadrenú v percentách.
Nakoniec sme počítali absolútne odchýlky odhadov VaR, získaných výpočtom
pomocou jednotlivých metód, od (1 − α)-kvantilu 106 Monte Carlo simulácií. Po-
čítali sme pre n = 6 (viď Obrázok 4.6, Obrázok 4.7 a Tabuľka A.5) a n = 12 rizík
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Obr. 4.3: Odhad VaRα(S) vzhľadom k šikmosti katastrofy pre α = 0.005, σ =
(1, 0.05, 1)⊤, γ = (0.15,0.15,γ3)⊤, γ3 sa mení v (0,6]. Korelácie stanovené ako v
A.3
Obr. 4.4: Odhad CVaRα(S) vzhľadom k šikmosti pre α = 0.01 a σ = (1, 0.05, 1)⊤.
Korelácie stanovené ako v A.3.
(viď Obrázok 4.8 a Tabuľka A.6). Pre n = 6 sme použili korelačnú maticu modulu
tržného rizika A.1. Pre n = 12 sme použili korelačnú maticu podrizík rizika po-
istné a rezervy A.2. Veľkými rizikami sme rozumeli riziká Xi s hodnotami σi=4
a γi=5. Ostatné rizíká mali hodnoty parametrov nastavené na σi=1 a γi=0.5.
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Obr. 4.5: Vplyv kalibračných faktorov CF metódy pri miere VaR na hladine
α = 0.005. σ = (1, 0.05, 1)⊤, γ = (0.15,0.15,γ3)⊤, γ3 sa mení v (0,6]. Korelácie
stanovené ako v A.3.
Obr. 4.6: Absolútna odchýlka odhadov VaR od (1 − α)-kvantilu 106 Monte Carlo
simulácií pre α = 0.005 a n = 6. Veľké riziká s parametrami σi = 4, γi = 5,
ostatné σi = 1,γi = 0.5. Korelácie stanovené ako v A.1.
Najnižšiu odchýlku od presného riešenia dosahovala logaritmicko-normálna ap-
roximácia, ktorej absolútna chyba neprevýšila hodnotu 101 pre n = 6. Naopak
Cornish-Fisherova metóda vykazovala horšie výsledky, v kalibrovanej (teda s po-
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Obr. 4.7: Absolútna odchýlka odhadu VaRα(S) , vypočítaného pomocou LN ap-
roximácie, od (1 − α)-kvantilu 106 Monte Carlo simulácií pre α = 0.005 a n = 6.
Veľké riziká Xi s parametrami σi = 4, γi = 5, ostatné σi = 1,γi = 0.5. Korelácie
stanovené ako v A.1.
Obr. 4.8: Absolútna odchýlka odhadov VaRα(S) od (1 − α)-kvantilu 106 Monte
Carlo simulácií pre α = 0.005 a n = 12. Veľké riziká Xi s parametrami
σi = 4, γi = 5, ostatné σi = 1,γi = 0.5. Korelácie stanovené ako v A.2.
užitím kalibračných faktorov), aj nekalibrovanej verzii. So zväčšujúcim sa počtom
veľkých rizík sa presnosť všetkých metód znižovala.
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Záver
Predmetom tejto bakalárskej práce bolo vysvetlenie a porovnanie rozličných
prístupov zohľadňovania šikmosti pri výpočte ekonomického kapitálu pri mie-
rach rizika VaR a CVaR. V prvej kapitole sme si definovali ekonomický kapitál
a uviedli základný vzorec pre jeho výpočet na základe miery rizika. Definovali
sme si miery rizika VaR a CVaR. Ukázali sme si, že pri výpočte ekonomického
kapitálu pri mierach rizika VaR a CVaR stačí pracovať s centrovanými náhod-
nými veličinami a odvodili sme si CVaR pre náhodnú veličinu so štandardným
normálnym rozdelením.
V druhej kapitole sme najskôr uvažovali normálne rozdelené straty a odovo-
dili sme si presné vyjadrenia pre ekonomický kapitál ich súčtu pri mierach rizika
VaR a CVaR. Popísali sme Cornish-Fisherovu aproximáciu ako v Mazurová a
Mandl (1999), na základe ktorej sme odvodili aproximáciu (1 − α)-kvantilu strát
kvantilom N(0,1) rozdelenia, ktorý využíva koeficient šikmosti. Získanú aproxi-
máciu sme potom použili pre odvodenie odhadov VaR a CVaR. Pri odvodzovaní
CVaR sme dospeli k rozdielnemu vyjadreniu, než s akým sa pracuje v článku
Sandstrom (2007), v ktorom sa toto odvodenie nenachádza. Odvodenie CVaR
pomocou Cornish-Fisherovej aproximácie sme nenašli ani v žiadnej inej dostup-
nej literatúre. Aproximácie VaR a CVaR sme aplikovali na vzorec pre normálne
rozdelené straty. Popísali sme úpravu vzorcov pre normálne rozdelené straty s vy-
užitím kalibračných faktorov a Cornish-Fisherovej aproximácie ako v Sandstrom
(2007).
V tretej kapitole sme pracovali so stratami z lognormálneho modelu. Odvodili
sme si hustotu náhodných veličín s týmto rozdelením, ktorú sme potrebovali pre
vyjadrenie CVaR, a dokázali sme si niektoré ich vlastnosti. Uviedli sme dve vety
z Bolviken a Guillen (2017), ktoré sa týkali šikmosti a jednu z nich sme dokázali.
S využitím týchto viet sme na základe článku Bolviken a Guillen (2017) odvodili
algoritmus pre určenie rozdelenia súčtu strát. Výsledky sme použili na odvodenie
odhadov VaR a CVaR.
Jednotlivé prístupy sme porovnávali v numerickej štúdii v štvrtej kapitole.
Pri miere VaR sme na porovnanie presnosti metód použili Monte Carlo simu-
lácie náhodných veličín z lognormálneho modelu z tretej kapitoly. Porovnávali
sme odhady VaR súčtu troch rizík modulu neživotného poistenia vzhľadom k
spoločnej šikmosti a vzhľadom k šikmosti tzv. rizika katastrofy ako v Bolviken
a Guillen (2017) s tým rozdielom, že sme do výpočtu zahrnuli aj nekalibrovanú
verziu Cornish-Fisherovho vzorca pre VaR. Ďalej sme porovnávali absolútne od-
chýlky odhadov VaR od Monte Carlo simulácií pre rôzny počet rizík. Pri miere
CVaR sme tak ako pri VaR porovnávali odhady CVaR súčtu troch rizík vzhľadom
k šikmosti rizika katastrofy. Výsledky ukázali, že logaritmicko-normálna aproxi-
mácia súčtu strát, odvodená v tretej kapitole, je veľmi blízko aproximácie, zís-
kanej Monte Carlo simuláciami. Tiež sa ukázalo, že vzorce, odvodené pomocou
Cornish-Fisherovej aproximácie, majú pri aproximácii šikmosti súčtu váženým
priemerom tendenciu nadhodnocovať výsledný ekonomický kapitál. Použitie ka-
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A. Prílohy































Pozn: 1 Lognormálna aproximácia (viď 3.8)
2 Cornish-Fisher kalibrovaný/nekalibrovaný (viď 2.10, 2.14)
Pre normálne rozdelené straty (viď 2.3) je CVaRα(S) = 4.22 pre γ ∈ (0,6].
Tabuľka A.1: Odhad CVaRα(S) vzhľadom k šikmosti γ pre α = 0.01 a σ =
(1, 0.05, 1)⊤. Korelácie stanovené ako v A.3.
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.
γ Lognorm.1 Cornish-Fisher2 Monte Carlo3
0.21 4,32 4,38 4,32
0.41 4,57 4,69 4,56
0.62 4,82 4,99 4,82
0.83 5,07 5,30 5,06
1.03 5,31 5,61 5,31
1.24 5,55 5,92 5,48
1.45 5,77 6,23 5,71
1.66 5,97 6,53 5,89
1.86 6,17 6,84 6,11
2.07 6,35 7,15 6,22
2.28 6,52 7,46 6,37
2.48 6,68 7,76 6,54
2.69 6,82 8,07 6,65
2.89 6,95 8,38 6,78
3.10 7,08 8,69 6,89
3.31 7,19 8,99 6,98
3.52 7,29 9,30 7,06
3.72 7,39 9,61 7,15
3.93 7,48 9,91 7,21
4.14 7,56 10,22 7,24
4.34 7,64 10,53 7,31
4.55 7,71 10,84 7,44
4.76 7,77 11,14 7,44
4.97 7,83 11,45 7,48
5.17 7,89 11,76 7,59
5.38 7,94 12,07 7,60
5.59 7,99 12,37 7,61
5.79 8,03 12,68 7,67
6.00 8,07 12,99 7,65
Pozn: 1 Lognormálna aproximácia (viď 3.7)
2 Cornish-Fisher kalibrovaný/nekalibrovaný(viď 2.9, 2.13)
3 Monte Carlo simulácie
Pre normálne rozdelené straty (viď 2.2) je VaRα(S) = 4.07 pre γ ∈ (0,6].
Tabuľka A.2: Odhad VaRα(S) vzhľadom k spoločnej šikmosti γ pre α = 0.005 a
σ = (1, 0.05, 1)⊤. Korelácie stanovené ako v A.3.
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γ3 Lognorm. CF nekalibr.1 CF kalibr.2
0.21 4,45 4,51 4,51
0.41 4,59 4,68 4,68
0.62 4,73 4,85 4,87
0.83 4,87 5,03 5,06
1.03 5,01 5,21 5,26
1.24 5,15 5,39 5,48
1.45 5,28 5,58 5,70
1.66 5,42 5,77 5,93
1.86 5,55 5,95 6,16
2.07 5,68 6,14 6,40
2.28 5,80 6,34 6,65
2.48 5,93 6,54 6,89
2.69 6,05 6,73 7,15
2.89 6,16 6,93 7,41
3.10 6,28 7,12 7,67
3.31 6,39 7,32 7,94
3.52 6,49 7,52 8,21
3.72 6,60 7,72 8,48
3.93 6,70 7,92 8,75
4.14 6,80 8,12 9,03
4.34 6,89 8,32 9,31
4.55 6,99 8,52 9,59
4.76 7,08 8,72 9,88
4.97 7,16 8,93 10,17
5.17 7,26 9,14 10,46
5.38 7,34 9,34 10,75
5.59 7,42 9,54 11,04
5.79 7,49 9,75 11,33
6.00 7,57 9,95 11,63
Pozn: 1 Cornish-Fisher nekalibrovaný (viď 2.10)
2 Cornish-Fisher kalibrovaný (viď 2.14)
Pre normálne rozdelené straty (viď 2.3) je CVaRα(S) = 4.22 pre γ3 ∈ (0,6].
Tabuľka A.3: Odhad CVaRα(S) vzhľadom k šikmosti katastrofy pre α = 0.01,




γ3 Lognorm. CF nekalibr.1 CF kalibr.2 MC3
0.21 4,29 4,34 4,34 4,30
0.41 4,41 4,49 4,49 4,41
0.62 4,54 4,65 4,67 4,54
0.83 4,66 4,82 4,84 4,69
1.03 4,78 4,98 5,02 4,83
1.24 4,90 5,14 5,22 4,98
1.45 5,02 5,31 5,42 5,09
1.66 5,14 5,48 5,62 5,23
1.86 5,25 5,65 5,83 5,32
2.07 5,36 5,83 6,04 5,43
2.28 5,47 6,00 6,27 5,51
2.48 5,57 6,18 6,49 5,59
2.69 5,67 6,35 6,72 5,66
2.89 5,77 6,53 6,95 5,74
3.10 5,87 6,71 7,19 5,83
3.31 5,96 6,89 7,42 5,89
3.52 6,05 7,07 7,67 5,91
3.72 6,13 7,25 7,91 5,98
3.93 6,22 7,43 8,16 6,01
4.14 6,29 7,61 8,41 6,07
4.34 6,37 7,79 8,66 6,08
4.55 6,45 7,98 8,91 6,07
4.76 6,59 8,16 9,17 6,14
4.97 6,52 8,34 9,43 6,10
5.17 6,59 8,53 9,69 6,16
5.38 6,65 8,71 9,95 6,26
5.59 6,72 8,89 10,22 6,21
5.79 6,79 9,09 10,48 6,23
6.00 6,84 9,27 10,75 6,27
Pozn: 1 Cornish-Fisher nekalibrovaný (viď 2.9)
2 Cornish-Fisher kalibrovaný (viď 2.13)
3 Monte Carlo simulácie
Pre normálne rozdelené straty (viď 2.2) je VaRα(S) = 4.07 pre γ3 ∈ (0,6].
Tabuľka A.4: Odhad VaRα(S) vzhľadom k šikmosti katastrofy pre α = 0.005,
σ = (1, 0.05, 1)⊤, γ = (0.15,0.15,γ3)⊤, γ3 sa mení v (0,6]. Korelácie stanovené ako
v A.3.
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.Poč. veľ. rizík1 Lognorm. CF nekalibr. CF kalibr. Norm.2
0 0,01 0,51 0,51 1,31
1 2,10 9,06 10,69 9,95
2 3,24 17,52 19,38 15,63
3 4,36 26,54 26,83 21,67
4 5,13 35,15 33,98 27,20
5 5,87 41,57 40,47 28,66
6 5,98 44,16 44,16 28,59
Pozn: 1 Počet veľkých rizík
2 Normálne rozdelené straty (viď 2.2)
Tabuľka A.5: Absolútna odchýlka odhadov VaR od (1 − α)-kvantilu 106 Monte
Carlo simulácií pre α = 0.005 a n = 6. Veľké riziká s parametrami σi = 4, γi = 5,
ostatné σi = 1,γi = 0.5. Korelácie stanovené ako v A.1.
.Poč. veľ. rizík Lognorm. CF nekalibr. CF kalibr. Norm.
0 0,09 1,33 1,33 2,26
1 2,12 9,98 14,57 9,46
2 4,26 18,77 24,39 14,53
3 5,52 26,67 33,05 18,41
4 6,33 33,76 41,35 20,82
5 8,15 42,03 49,67 23,20
6 9,68 49,99 57,41 25,43
7 11,73 59,06 64,94 29,21
8 13,46 67,67 72,57 31,81
9 13,88 75,63 78,37 38,47
10 16,38 84,69 86,50 39,59
11 17,17 91,99 92,84 42,34
12 18,67 99,77 99,77 43,90
Tabuľka A.6: Absolútna odchýlka odhadov VaRα(S) od (1 − α)-kvantilu 106
Monte Carlo simulácií pre α = 0.005 a n = 12. Veľké riziká Xi s parametrami
σi = 4, γi = 5, ostatné σi = 1,γi = 0.5. Korelácie stanovené ako v A.2.
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A.2 Numerická štúdia – použité korelačné ma-
tice
Všetky korelačné matice je možné nájsť v EIOPA (2014).
Korelačná matica modulu tržného rizika.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . . .
0.5 1 . . . .
0.5 0.75 1 . . .
0.5 0.75 0.5 1 . .
0.25 0.25 0.25 0.25 1 .
0 0 0 0 0 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(A.1)
Korelačná matica podrizík rizika poistné a rezervy.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . . . . . . . . .
0.5 1 . . . . . . . . . .
0.5 0.25 1 . . . . . . . . .
0.25 0.25 0.25 1 . . . . . . . .
0.5 0.25 0.25 0.25 1 . . . . . . .
0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 1 . . . . . .
0.5 0.5 0.25 0.25 0.5 0.5 1 . . . . .
0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 0.25 0.25 1 . . . .
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1 . . .
0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 0.25 1 . .
0.25 0.25 0.5 0.5 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 1 .
0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 0.25 0.25 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(A.2)
Korelačná matica rizikového modulu neživotného poistenia.⎛⎜⎝ 1 . .0 1 .
0.25 0 1
⎞⎟⎠ (A.3)
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